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Tantargy neve Diszkrét matematika
Tantargy kodja BP11207
Meghirdetés féléve 2
Kreditpont 6
Oraszam (ea+gyak) Nappali: 2+2 / hét
Félévi kovetelmény gyakorlati jegy
Eléfeltétel nincs

Eloadasok anyaga:

A matematika alapfogalmai. Halmazok, relaciok, fliggvények, miiveletek, struktarak.
A halmazelmélet alapfogalmai. Halmazmiiveletek és tulajdonsagaik.
Szamhalmazok ¢€s azok jellemzdi. Teljes indukci6.

A szamfogalom kiépitése a természetes szamoktol a komplex szamokig Miveletek a komplex
szamok korében.

Algebrai miiveletek ¢€s tulajdonsagaik. Algebrai strukturak. Nevezetes strukturatipusok. Félcsoport,
csoport, gylirli. Az asszociativitas és a disztributivitas kovetkezményei. Boole-algebra.

Szamelméleti alapismeretek. Oszthatosag €s maradékos osztas egész szamok korében.
A szamelmélet alaptétele. Primszamok. Szamelméleti fliggvények.
Szamrendszerek.

Linearis kétismeretlenes diofantoszi egyenlet. Kongruencia, Euler-Fermat tétele. Egyismeretlenes
linearis kongruenciak.

Polinomgytirtik. Oszthatosdg ¢és maradékos osztas polinomok korében. Prim ¢és irreducibilis
polinomok. A polinomelmélet alaptétele.

Testek. A racionalis szamok, tizedes tort alakjuk. A valds és komplex szamok teste. Az algebra
alaptétele. Masod- és harmadfoku egyenletek megoldasa.

Kombinatorikai alapfogalmak, alaptulajdonsagok. Leszamlalas. Alapvet6 kombinatorikai
konstrukciodk, szitaformula, permutéacio, kombinacio, variacio, ismétlés nélkiili, ismétléses.
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Oszthatdésag
Az oszthatésag egy matematikai relacio, melynek tulajdonsagait a szamelmélet vizsgalja.

Hagyomanyos értelemben akkor mondjuk, hogy az a és b természetes szamok kozott (ebben a
sorrendben) fennall az oszthatosagi relacio; roviden a b szam osztéja az a szamnak, vagy az a szam
oszthaté a b-vel, ha van olyan egész szam, melyet b-vel szorozva a-t kapunk, vagyis, mas szdval,
ha az a szam tobbszorose a b-nek. A b oszt6 valédi oszté, ha nem azonos a-val vagy 1-gyel.

Egy a egész szam osztdja egy b egész szamnak, ha van olyan n egész szam, melyre a-n=b. Jele: ajb
(a osztoja b-nek).

Oszthatosag. Ha a maradékos osztasnal a maradék q=0, akkor azt mondjuk, hogy ,,a” a ,,b”-nek
osztoja, vagy hogy ,,b” az ,,a”-nak tobbese. Ezt igy jeloljiik: a | b. Vegyiik észre, hogy maradékos
osztasnal és az oszthat6sagnal, barmely természetes szdmrol szoltunk, tehat a 0-t nem zartuk ki. Ez
nem azt jelenti, hogy 0-val osztani lehetne! De jelenti azt, hogy a 0 barmely szam tobbese, mert
létezik a O=p*at+q egyenletet igazza tevé szamok barmely ,,a”-ra, csak azok: p=0g=0, de ezt a
definici6 nem tiltja. Forditva: b=p*0+q esetén nyilvan minden érték 0, ami szintén nem azt jelenti,
hogy 0-t O-val sikeriilt elosztani, hanem azt, hogy 0-t szorzassal csak 0-bo1 kaphatunk.

Primszamok

Definicio: Azt mondjuk, hogy egy p egynél nagyobb természetes szam primszam, ha minden olyan
esetben amikor p két természetes szam szorzatanak osztoja, akkor p a szorzat legalabb egyik

tényezOjének is osztdja. Azaz tetszbleges a illetve b természetes szamra:

Ugyanennek a tulajdonsagnak egy masik fontos megfogalmazasa a felbonthatatlan tulajdonsag:
Definicio: Azt mondjuk, hogy egy f egynél nagyobb természetes szam felbonthatatlan, ha minden
olyan esetben, amikor eléall két természetes szdm szorzataként, a szorzatnak legalabb az egyik

tényezbje 1. Azaz tetszbleges a illetve b természetes szamra:

Azokat az egynél nagyobb természetes szamokat, melyek nem felbonthatatlanok, Osszetett
szamoknak nevezziik.

Azokat a természetes szamokat, amelyeknek pontosan két osztojuk van, primszamoknak (vagy
masképp torzsszamoknak) nevezziik.

Osszetett szamoknak nevezziik azokat a természetes szamokat, amelyeknek 2-nél tobb, de véges
szamu osgtéja van.

Tétel: Két szomszédos primszam kozott tetszélegesen nagy kiilonbség lehet; masképp
megfogalmazva: tetszdleges n-re taldlhatdé n darab egymadst kovetd Osszetett szam. Adott n-re

példaul (n+1)!4+2 nyilvan oszthatdo 2-vel, (n+1)!+3 oszthaté harommal, és igy tovabb egészen


https://hu.wikipedia.org/wiki/Rel%C3%A1ci%C3%B3

(n+1)!+n+1-ig, ami oszthaté n+1-gyel. Ezért (n+1)!42, (nt1)!+3, ..., (n+1)!+n+1 n darab egymast
kovetd Osszetett szam.

Tétel: Barmely egyt6l kiilonboz6 pozitiv egész szam ¢€s a kétszerese kozt van primszam.
Primszamok és szamossaguk. Megvizsgalhatjuk, hogy egy természetes szamnak hany osztdja
lehet. Itt van mindjart a 0. Ennek, mint azt az el6bb lattuk, végtelen sok osztdja van. A kovetkezo a
sorban az 1. Hat ennek pontosan 1 darab osztdja van. A két véglet itt foglal helyet a sorban, szépen
egymas mellett. A 2-nek, a 3-nak két osztdja van, (az 1 és 6nmaguk), mig a 4-nek mar harom: 1,2,4.
Azokat a természetes szamokat, amelyeknek pontosan 2 osztdja van primszamoknak, vagy
masképpen térzsszdmoknak nevezziik. Azokat, amelyeknek kettonél tobb osztdja van, Osszetett
szamoknak nevezziik. Igy a 0 sszetett szam, hiszen végtelen sok osztdja van, az 1 viszont sem nem
prim, sem nem Gsszetett szam (6nmaga egy kiilon csoportot alkot, oszthatosag szempontjabol). Az
els6 néhany primszam: 2, 3, 5,7, 11, 13, 17, 19, 23, ...

Erdekes kérdés lehet, hogy hogyan helyezkednek el a primszamok a természetes szamok
kozott, mekkora hézagokat taldlunk, azaz lehet-e nagyon sok Osszetett szam egymas utdn.
Bebizonyithatd, hogy tetszéleges N pozitiv egész szamhoz 1étezik N egymast kdvetd pozitiv egész
szam, amelynek egyike sem prim. Bizonyitasként eldallitjuk ezeket a szdmokat. Jeldlje ,,p” az N-nél

nagyobb, legkisebb primszamot. Képezziik a kdvetkezd szamokat:

DEFRGETE | KpiD
2*3RSETE | *pi3
2¥3R5ETE | *pid

2¥3%5%T% | #piN
2#3%5%7%  *pt(N+1).

A felirt szamok nyilvan N darab egymast kovetd egész szamok, ahol 2,3,5,7, ... p a
primszamokat jelenti 2-t6] p-ig. Mivel a szdmok szorzat részében, a hozzdadott rész legkisebb
primosztoja szerepel (ezaltal kiemelhetd), igy mindegyik szam Osszetett szam. Ezzel a tételt
bebizonyitottuk.

Szintén konnyen bizonyithatdo a kovetkezd allitds: a primszamok szdma végtelen. Ezt

indirekt modon bizonyithatjuk be. (Az indirekt bizonyitas 1ényege: feltételezziik az eredeti allitassal

ellentétes allitds igaz voltat, majd kiilonboz6é logikai 1épések utan nyilvanvalod ellentmondasra
jutunk, mely az eredeti tagadasanak lehetetlenségét igazolja, a harmadik kizart logikai elv alapjan.)
Tehat allitasunkkal ellentétben tegylik fel, hogy csak véges sok (n darab) primszdm létezik.
Legyenek ezek pi1, p2, ps. ..., pn. Ezeknek a szamoknak a szorzatdhoz adjunk hozza egyet, és
vizsgaljuk meg, hogy milyen szamot kapunk. Megallapithatjuk, hogy ha barmely altalunk felsorolt
primszammal osztjuk ezt a szdmot, mindig 1-et kapunk maradékul, azaz egyetlen primszdmmal sem

oszthatd. Ebbol két dolog kovetkezhet: vagy az, hogy egy primszamot allitottunk eld, hiszen



pontosan két osztdja van, (1 és Onmaga), ekkor viszont nem soroltuk fel az elébb az Osszes
primszamot. A masik lehetdség az, hogy az eldallitott szdm Osszetett szam, azaz legalabb harom
osztéja van, akkor viszont kell még legaldbb egy primszdmnak lenni, ami az el6z6 véges
felsorolasbol kimaradt, és olyan, ami osztja az elballitott Osszetett szamot. Mivel minden
lehetdséget megvizsgaltunk, nyilvanvald, hogy semmi modon nem sorolhattuk fel az Gsszes

primszamot, ellentmonddsra jutottunk, azaz a primszamok szama végtelen.

Oszthatosagi szabalyok. Filiggvénytablazatokban gyakran bizonyos értékig felsoroljak a
primszamokat, vagy a 2,3 és 5-el nem oszthaté szdmok primtényezds felbontasat, amelybdl egyrészt
a primszamok, masrészt a nem konnyen felfedezhetd primtényezds felbontas kiolvashato. Néhany
egyszerli szabalyt emlitenénk meg, mely tetszleges szamrol elarulja, hogy oszthato-e egy adott
szammal. Egyetlen paros primszdmunk van a 2. A kettdvel valo oszthatosag feltétele, az hogy az
utolso szamjegye paros legyen, azaz oszthatd legyen kettével. Ugyanez a szabaly érvényes az 5-tel
valo oszthatosagra is (marmint az, hogy az utolsd szamjegye oszthato legyen 5-tel, mely ugye csak
0 és 5 esetén teljesiil), hiszen a tizes szamrendszer alapszdmat mindkettd (a 2 és az 5 is) osztja. A
harommal vald oszthatosag feltétele: a szamjegyek Osszege oszthatd legyen 3-al. Ez annak a
kovetkezménye, hogy a 10-es szamrendszer alapjanak 3-as maradéka 1. Ugyanez érvényes 9-re is.
Ha egy szam oszthato két egymashoz képest relativ primszdmmal, akkor oszthaté azok szorzataval
is. Igy példaul a paros, 9-el oszthatd szamok 18-al is oszthatok. A 11-el vald oszthatosag: osszuk fel
kétjegyli szamokra a vizsgalando szamot az egyes helyi-értéktdl kezdédden. Vegyiik a keletkezett
minden kétjegyli (és az esetleg legelol keletkezett egyjegyii) szam 11-es maradékat, adjuk 6ssze, ha
11-el oszthatd szamot kapunk, akkor az eredeti szam is oszthato volt 11-el, ha nem, akkor nem
oszthato. Egy masik szabaly a 11-el vald oszthatosagra: a vizsgaland6 szam szamjegyeit valtakozo
elbjellel adjuk Ossze, ha 11-¢l oszthatd Osszeget kapunk, akkor az eredeti is oszthat6 volt 11-el (ha
az Osszevonas eredménye negativ, oszthatdsdg szempontjabol ugyaniugy jarunk el, mintha pozitiv
volna). A szdmrendszer alapjaval és annak hatvanyaival vald oszthatdsagi feltételre, illetve a 25

vagy 50-nel vald oszthatosagra egyszeriisége miatt nem tériink ki.

Az aritmetika alaptétele. Az aritmetika alaptétele azt mondja ki, hogy barmely 1-nél nagyobb
természetes szam vagy primszdm, vagy egyértelmiien bonthaté fel (a tényezdk sorrendjétdl
eltekintve) primszamok szorzatdra. A természetes szdmok kanonikus alakjat, azaz torzstényezds
(primtényezds) felbontasat, primszdmok szorzataként vald felirdsanak nevezziik. Ez a felbontés a

szamelmélet alaptétele szerint (a sorrendtdl eltekintve) egyértelmdi.

Legnagyobb kozos osztd. Két szam legnagyobb kozds osztoja alatt azt a szamot értjiik,
mely mindkét szamot osztja, és amely minden kdzds osztonak tobbese (természetes szamok kozott
— mivel rendezett halmazrél van sz6 — egyuttal a legnagyobb). Meghatarozasa a primtényezds

felbontas segitségével: mindkét szamot bontsuk fel primtényezdkre, valasszuk ki a kozdsen szerepld



primtényezdket a kozdsen szerepld legnagyobb multiplicitdssal (ismétlédéssel, kitevovel), és
szorozzuk Oket 0ssze. Ekkor a legnagyobb kozos osztdt kapjuk. (Informatikdban alkalmazésa kissé
nehézkes, meghatarozashoz az Euklideszi algoritmus alkalmazasa ajanlott.) A legnagyobb kdz0s
osztot gyakran igy jelolik: (a,b). Tobb szam legnagyobb kozds osztéjanak definicidja és a

primtényez0s felbontasbol valé meghatarozasa ugyanaz, mint két szam esetén.

Legkisebb kozos tobbszoros. Két szam legkisebb kozos tobbszordse alatt azt a szamot
értjiik, mely mindkét szdmnak tobbszordse, és amely minden kozos tobbszordsnek osztoja
(természetes szdmok kozott — mivel rendezett halmazrél van sz6 — egyuttal a legkisebb).
Meghatarozasa a primtényezds felbontés segitségével: mindkét szamot bontsuk fel primtényezdkre,
valasszuk ki az egyaltalan szerepld primtényezdket a legnagyobb multiplicitassal és szorozzuk dket
Ossze. Ekkor a legkisebb kozds tobbszorost kapjuk. A legkisebb kozds tobbszordst gyakran igy
jelolik: [a,b]. (A torzstényezds felbontason alapuld alkalmazasa az informatikaban kissé nehézkes,
meghatarozashoz az Euklideszi algoritmus, és a kovetkezd Osszefliggés ajanlott: a*b = (a,b)*[a,b],
azaz a két szdm szorzat egyenld a legnagyobb kozds osztdé és a legkisebb kézds tobbszoros
szorzataval. Ez utdbbi Osszefliggés a torzstényezds felbontdson alapuld meghatarozasokbdl szinte
trivialisan kovetkezik.) Tobb szam legkisebb kozds tobbszordsének definicidja és a primtényezds

felbontasbol valdo meghatdrozasa ugyanaz, mint két szam esetén.

Euklideszi algoritmus. Euklideszt6l maradt rank, két szam legnagyobb k6zods osztojanak
meghatarozasa, a primszamfogalom felhasznalasanak kikeriilésével. Eppen ez teszi konnyen
algoritmizalhatova, s6t ha még azt is megemlitjiik, hogy az eljarasban szerepld osztas ismételt
kivonassal helyettesithetd, akkor konnyen gépi kodu algoritmust is készithetliink a modszerre. Az
algoritmus a maradékos osztason alapul.
lépés: Osszuk el maradékosan az egyik szamot a masikkal.
1épés: Az osztandd szerepét vegye at az eldbbi osztd, az osztd szerepét pedig, az eldbbi maradék, ha
az nem 0. Mindaddig ismételjiik a miiveletet (térjiink vissza az 1. lépéshez), amig 0 maradékot nem
kapunk.
lépés: Az utolsé nem 0 maradék lesz a két szam legnagyobb koz0s osztdja.

Az algoritmus helyes volta konnyedén igazolhatd, melytdl itt eltekintiink. Azt viszont
megemliteném, hogy az 4ltalanos algoritmus fogalmara az Euklideszi algoritmus nagyon szép
példa. Kénnyen megmutathatok rajta az algoritmussal kapcsolatban altalanosan megfogalmazott
igényeink: minden Iépésben egyértelmii, minden lehetséges esetre megoldassal szolgal, véges sok
lépésben véget ér (hiszen a pozitiv maradékok csokkend sorozata véges), és szamtalan (nagyon

sok), csak kezdeti feltételekben kiilonb6z6 (ezaltal nagyon hasonld) feladat megoldéasara alkalmas.

Relativ primszamok. Két szam relativ prim, ha a legnagyobb k6z0s osztojuk 1. Ekkor a

legkisebb kozos tobbszorosiik, a szorzatuk. Tobb szam is lehet relativ prim, ha legnagyobb kozos



osztojuk 1. Ebben az esetben még eléfordulhat, hogy néhany szdm-par nem relativ prim az
Osszesbol. Példaul: 3,5,15 relativ primek, de koziiliikk két par is kivalaszthat6, amelyek nem relativ
primek. Tobb szdmra vonatkoztatva a relativ prim fogalomndl van egy szigorubb is: a paronként

relativ prim fogalma. Ekkor a szamhalmaz barmely két szdm-parja relativ prim.

Ikerprimek. Ha két primszdm kiilonbsége 2, akkor ikerprimeknek nevezziik Oket. A
primszamok elején rogton egy harmas ikerprimet talalunk: 3, 5 és a 7. Konnyen belathato, hogy
tovabbi harmas ikerprim nem létezhet, mert olyan szamtani sorozat harom egymast kovetd tagjai
lennének, amelyek koziil az egyik biztosan oszthato lenne 3-al, azaz nem lehetne az egyik
primszam. Tovabbi ikerprimek: (11,13); (17,19); (29,31); (41,43); (59,61); (71,73); (101,103); ...
Az ikerprimek szamossagaval kapcsolatban semmi biztosat nem tudunk mondani. Talaltak mar igen

nagy ikerprimeket is, de nem ismert, hogy szdmuk véges-e vagy végtelen.

Az osztok szama. Egy pozitiv természetes szam osztoinak szamat primtényezOs
felbontasabol a legkdnnyebb meghatarozni. Szerepeljenek az N szam primtényez0s felbontasaban a
P1, P2, P3, ... pk primszamok az ni, N2, Nz, ...nk kitevokkel (megengedett a 0 is). Ekkor a N szdm
osztéinak szamat az (ng+1)*(n2+1)*(nz+1)* ... *(nk+1) szorzat adja. Indoklasnak csak annyit, hogy
itt a primtényezdk ismétléses varidcidinak szamat szamoltuk 6ssze, megengedve azt is, hogy egy
primszamot egyetlen egyszer sem, vagy az eléforduld maximalis kitevdvel is figyelembe vegyiik, az
osztok eldallitasakor. Példaként megemlitjiik, hogy ha egy szamrol azt tudjuk, hogy pontosan
harom osztoja van, akkor az egy primszam négyzete.

Egy szamnak (ha nem 1), akkor legalabb két oszt6ja van: az 1 és 6nmaga. Ezeket az osztokat
szokas nem valddi osztoknak nevezni, minden mas osztojat (ha létezik), valodi osztonak hivjuk.
Ezek szerint a primszamoknak nincs, az Osszetett szamoknak van valodi osztdja. Szokas az osztok
felsorolasanal oszto-parokat feltiintetni, amelyek szorzata maga a szdm. Minden Osszetett szdmnak
van a szam négyzetgyokénél nem nagyobb primosztoja. (Az osztdo-paroknal az egyik Kisebb-
egyenld, mint a szdm négyzetgydke, a masik pedig, nagyobb-egyenld. Ha egyenldk, akkor a szam
négyzetszam volt.) Primosztok keresésénél tehat csak a szadm négyzetgyokéig kell a keresést
végrehajtani. Ha addig nem volt primoszt6, akkor mar nem is lesz, azaz a kérdéses szam primszam

(Eratosztenész szitaja).



Szamelméleti fiiggvénynek neveziink a matematikaban egy olyan fiiggvényt, amelynek értelmezési

tartomanya a természetes szamok halmaza (kivéve esetleg a nullat), értékkészlete pedig a komplex

szamok egy részhalmaza. (4ltaldban az egész szamok halmaza)

‘ jel H név (nevek) H jelentés

d(n) |losztoszam-fliggvény az argumentum osztoinak szama

0szto0sszeg-figevény
(szigma)

o(n)

az argumentum osztdinak dsszege

s(n) valodiosztdosszeg-fliggvény |az argumentum valodi osztoinak Gsszege

az argumentum osztoinak valds, rogzitett kitevoji
hatvanyanak 0sszege

ox(nN) |losztohatvanydsszeg- fliggvény

P(n) |losztoszorzat-figgvény az argumentum osztoinak szorzata

az argumentum primtényezdinek szdma
(multiplicitassal szamolva)

v(n) ni-fliggvény

x(n) khi-fliggvény az argumentum kiilonb6zo6 primtényezdinek szama

az argumentumhoz relativ prim, nala nem nagyobb

¢(n) | Euler-fliggvény (fi) pozitiv egészek szama

u(n)  |[Mobius-fliggvény (mii) egy, a szamok négyzetmentességét ,,mérd” fliggvény
diszkrét primszamlalo . , .

n(n) . az argumentumnal nem nagyobb primek szama
fliggvény

az argumentumndl nem nagyobb pozitiv egészek és az

9(n) Inko-Gsszeg-fiiggvény argumentum legnagyobb k6zds osztoinak dsszege
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Kongruenciak.

Legyen m egy pozitiv egész szam, melyet modulusnak (vagy a modulus alapjanak) fogunk nevezni.
Ha az egész szamokat osztjuk m-mel, akkor a kdvetkezd maradékok egyikét kaphatjuk:

0,1,2,...,m-1.
Ha ,,a” és ,,b” két egész szam, tovabba, m-mel osztva ugyanazt a maradékot adjak akkor
mondjuk, hogy a és b kongruensek modulo m -re, jelolése:

a=b (mod m).
Mivel ,,a” és ,,b” csak akkor adnak ugyanolyan maradékot m-mel vald osztaskor, ha kiilonbségiik
oszthaté m-mel, a kongruenciat igy is definialhatjuk: a=b (mod m), ha m | a-b.

A kongruencia egy ekvivalencia relacio. Ez pontosan azt jelenti, hogy a természetes szamokat

modulo m-re ,,m” darab osztalyba soroltuk, egy osztalyba keriilve az egymassal kongruens szamok.

Hogy a kongruencia ekvivalencia relacio, a kovetkezd tulajdonsagai bizonyitjak:

1. A kongruencia reflexiv: a = a (mod m) barmely a-ra. (Hiszen minden szam a 0-nak osztdja.)
2. A kongruencia szimmetrikus, azaz: ha a =b (mod m), akkor b = a (mod m) is igaz.

3. A kongruencia tranzitiv, azaz: ha a = b (mod m) és b = ¢ (mod m) akkor a = ¢ (mod m) is
igaz.

Marpedig azokat a relaciokat, amelyekre igaz a fenti harom (aldhtizassal jelolt) tulajdonsag, azt a
relaciot ekvivalencia relacionak nevezziik. Tovabbi tulajdonsagok, melyek az egyenl6séghez
(azonossaghoz) nagyon hasonlova teszik:

Szabad a kongruencia minkét oldalahoz ugyanazt az egész szamot hozzaadni.

Kongruenciak (ugyanazon modulo mellett) 6sszeadhatok, mint az egyenletek.

A kongruenciadk kivonhatok, mint az egyenletek.

A kongruencia egyik oldaldhoz hozzaadhaté a modulus tobbszordse.

A kongruencidk mindkét oldala megszorozhat6 ugyanazzal a szdmmal.

A kongruencidk sszeszorozhatdk (szintén ugyanazon modulo mellett).

Szabad a kongruencidk mindkét oldalat ugyanarra a hatvanyra (pozitiv egész!) emelni.
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Szabad a kongruencidban a benne 1évé szamok helyett veliik kongruens szdmokat irni

(természetesen ugyanazon modulo mellett).

9. A kongruencia mindkét oldalat szabad olyan szdmmal egyszerlisiteni, amely relativ prim a
modulushoz.

10.  Kongruens szamoknak a modulussal ugyanaz a legnagyobb k6zds osztojuk, azaz ha a = b

(mod m), akkor (a,m) = (b,m).



Linearis diofantoszi egvenlet

Kétismeretlenes linearis diofantikus egyenletek

Definicio: Az ax+by=c kétismeretlenes linearis egyenletet diofantoszi egyenletnek nevezziik,
ha a,b,c egész szamok, (a=b=0 esetet kizarjuk), és megoldasok ( x és y) egész szamokbol allo
szamparok.

Tétel:.Legyenek a, b és c rogzitett egész szamok, ahol a és b koziil legalabb az egyik nem nulla, és
tekintsiik az axtby=c diofantikus egyenletet. Az egyenlet akkor és csak akkor oldhaté6 meg, ha
(a,b)|c. Megoldhatosag esetén végtelen sok megoldas van. Ha xo, Yo (egy rogzitett) megoldas, akkor

az Osszes x°, y’ megoldast az alabbi képlet szolgaltatja:

h a
— - ! _ o — — +1 +
X =g+t b’ y'=yot @b’ ahol t=0, £1, £2,...

Az egyenlet egy megoldésat az euklideszi algoritmus segitségével kaphatjuk meg

Példa: Oldjuk meg az 52x+23y=65diofantikus egyenletet.

A feladatot haromféleképpen is megoldjuk.

1) Kongruencia segitségével

Tudjuk, hogy két egész szam kongruens egymassal modulo m, ha m-mel osztva ugyanazt a
maradékot adjak (m egész). A kovetkezO tételt hasznaljuk fel a megoldasnal: Ha az ax+by=c
egyenldség fennall, akkor ax=c (mod b)és forditva. Az egyenletiink tehat 52x+23y=65. ekvivalens a
52x=65 (mod 23) kongruencia megoldasaval.

Mindkét oldalbol levonjuk a 23 valahanyszorosat ugy, hogy a legkisebb abszolut értékii szamokat
kapjuk a kongruencia mindkét oldalan.

6x=-4 (mod 23), osztva 2-vel 3x=-2 (mod 23)

Ha -2-h6z hozzaadunk 23-at, a kongruencia jobb oldalan 21 fog allni. Osztva 3-mal:x=7 (mod 23).
Ha x=7, ebbdl y=-13 adoddik az x=7 egyenletbe torténd behelyettesitése utan.

Kaptunk tehat egy xo, Yo megoldast.

A tobbi megoldast a tételbdl kapjuk meg az el6z6 megoldasban leirtakkal azonos mod

2) A tétel felhasznalasaval

Probalkozassal keresiink egy xo, YoS zampart, mely kielégiti az egyenletet, majd a tétel segitségével
meghatarozzuk az dsszes tobbit.

Probélkozésaink sordn kideriil, hogy xo=7, Yo=-13 kielégiti az egyenletet.

Ebbdl az dsszes megoldas: x=7+t*23, y=-13+t*52, ahol t=0, =1, £2....3)

3) Egyszeri kovetkeztetéssel, kozépiskolaban alkalmazott médon.

Fejezziik ki az egyenletbdl azt az ismeretlent, amelynek az egyiitthatoja kisebb abszolut érték, és a

tortbdl valasszunk le olyan részeket, amelyek biztosan egész értékiiek:



